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I – Opérateur linéaire d’Inertie en un point

1) Moment d’Inertie d’un solide par rapport à une droite

- soit S un système matériel et D une droite. P appartenant à S et P’ est sa 

projection orthogonale sur D.

On appelle moment d’inertie de S par rapport à D le nombre positif noté ID(S) 

défini par : 

( ) dmPPI
S =SD

2
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La projection de P sur D est le point G, d’où :

2
2

zPP =

D’autre part : dzdm  = où :  est la masse linéique de la barre.

( )  −
D ===S

a

aSS
dzzdzzdmPPI 22

2



( )
3

2
3

2
3

233 a
a

az
I

a

a

 ==







=S

−

D

m
( )

3

2a
mI =SD

Exemple : soit une barre homogène AB de longueur 2a, de milieu G.

Soit P un point courant de AB. Soit : zzGP


=
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- soit O un point de D et     un vecteur porté par D. Considérons le triangle OAP 

où A désigne l’extrémité du vecteur

u


( )uO


,

( ) ( ) dmOPuOPuI
S

 . =S D



On démontre que ( )SDI peut s’écrire sous la forme suivante 
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2) Opérateur linéaire d’Inertie en un point

- On appelle opérateur linéaire d’inertie en un point O de S, à l’instant t, 

l’application qui, à tout vecteur      de E noté                 défini par :u


( )uSO


,I

( ) ( )
=

= =
n

j

jjnj SOSO
1

,1 ,, II

- Propriétés :

i) l’opérateur d’inertie en O d’un ensemble de solides est égale à la somme 

des opérateurs d’inertie en O de chacun des solides

ii) l’opérateur d’inertie est un opérateur symétrique :

( ) ( )uSOvvSOu


,.,. II =

( ) ( ) dmOPuOPuSO
S

 , = 


I
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( )
















−−

−−

−−

=

CDE

DBF

EFA

bSOII ,,

iii) l’opérateur d’inertie en O étant symétrique, sa matrice dans toute base 

orthonormée directe b est symétrique. On l’écrit classiquement comme suit :

soit x, y et z les coordonnées cartésiennes de P dans le repère de base b. 

En appliquant la formule                                                à

on obtient : 
( ) ( ) dmOPuOPuSO

S
 , = 


I     , zuetyuxu


===

( )

( )

( )

( )






















+−−

−+−

−−+

=







SSS

SSS

SSS

dmyxyzdmxzdm

yzdmdmzxxydm

xzdmxydmdmzy

bSOII

22

22

22

,,

A, B et C sont les moments d’inertie de S respectivement par rapport aux

axes .

D, E et F sont les produits d’Inertie.
( ) ( ) ( ) ,   ,,, zOetyOxO


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Interprétation physique : A quantifie la répartition des masses autour de l’axe 

de rotation. Il représente la répugnance d’un solide en rotation à modifier sa 

vitesse. 

A partir de cette expression, on notera que le moment d’inertie est d’autant 

plus important que les masses sont éloignés de l’axe.

iv) l’opérateur d’inertie d’un système S en son centre de masse ou d’inertie 

G est appelé opérateur central d’inertie. 
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3) Relation entre l’opérateur d’Inertie en O et au centre de masse G

( ) ( ) dmOPuOPuSO
S

 , = 


Ion a :

( ) ( )  ( )dmGPOGuGPOGuSO
S

++= 


,I

( ) ( ) ( )dmGPOGuGPuOGuSO
S

++= 


,I

( ) ( ) ( ) ( ) ( )dmGPOGuGPdmGPOGuOGuSO
SS

+++= 


,I

( ) ( ) ( )
( ) ( ) dmGPuGPdmOGuGP

dmGPuOGdmOGuOGuSO

SS

SS

++

+=








                     

,I

( ) ( ) ( )
( )  ( ) dmGPuGPOGudmGP

dmGPuOGdmOGuOGuSO

SS

SS

++

+=








                     

,I
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( ) ( )( ) ( ) dmGPuGPOGuOGSmuSO
S

+= 


,I

( )uSG


,I( ) ( )uSmGO


,I

cette relation étant vraie quelque soit   , on en déduit le théorème de 

Koenigs relatif à l’opérateur d’inertie : 

u


( ) ( ) ( ) ( )SGSmGOSO ,,, III +=

cas particulier : ( ) ( ) ( ) ( )uSGuuSmGOuuSOu


,.,.,. III +=

ou encore, ( ) ( ) ( )SIdSmSI GDD += 2 théorème de huyghens

( ) ( ) ( )
( )  ( ) dmGPuGPOGudmGP

dmGPuOGdmOGuOGuSO

SS

SS

++

+=








                     

,I

m(S) 0


0

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( ) ( ) ( ) ( )SGSmGOSO ,,, III +=

Retour sur le théorème de Koenigs :

( ) ( ) ( ) ( )bSGIIbSmGOIIbSOII ,,,,,, +=ou encore :
Matrice d’inertie du solide S

au point G

(cf. Documents : donnée)Matrice d’inertie d’une 

masse concentrée m(S) en G

au point O

(A calculer)

= G

O

m(S)

O

+ G

point 

de calcul

domaine 

considéré
point 

de calcul

domaine 

considéré

point 

de calcul
domaine 

considéré
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( ) ( ) ??   ,, bSmGOIIcalcul de ( ) ( )
















−−

−−

−−

=

CDE

DBF

EFA

bSmGOII ,,

( ) ( )

( )

( )

( )






















+−−

−+−

−−+=

=







SSS

SSS

SSS

dmyxdmzydmzx

dmzydmzxdmyx

dmzxdmyxdmzyA

bSmGOII

22

22

22

,,

( )
















=

z

y

x

OG b
coordonnées constantes

( ) ( )
( )

( )
( )
















+−−

−+−

−−+=

=
22

22

22

,,

yxmzymzxm

zymzxmyxm

zxmyxmzymA

bSmGOII
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4) Matrices d’Inertie de solides homogènes usuels
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Exemple d’Application : matrice d’Inertie d’un Touret en son centre de masse

(Exercice I du TD 3)
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Réponse à la question 2) : Calcul de la matrice d’inertie de (D) en O.

( )?),(, bDOII

=G

Point de calcul

Le point de calcul n’est pas confondu 

avec le centre de masse G

 il faut utiliser le théorème de 

Koënigs :

Solide considéré

( ) ( ) ( ) ( )bSGIIbSmGOIIbSOII ,,,,,, +=
Matrice d’inertie du solide S

au point G

(cf. Documents : donnée)Matrice d’inertie d’une 

masse concentrée m(S) en G

au point O

(A calculer)
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=G

Point de calcul

Solide considéré

( ) ( ) ( ) ( )bSGIIbSmGOIIbSOII ,,,,,, +=

( )

























=

2

)2(
4

)2(
4

)2(

,,

2

2

2

Rm

Rm

Rm

bSGII

















=
2

2

2

2mR

mR

mR

Application à notre cas : Faire attention à : 1)axes, 2)masse, 3)dimensions

( )
















R

OG b 0

0

:

( ) ( )
















=

0

,, 2

2

mR

mR

bSmGOII



Enfin, ( )
















=
















+
















=

1

1

1

2

02

,, 22

2

2

2

2

mRmR

mR

mR

mR

mR

bSOII

















z

y

x

Fin 1ere séance
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II – Torseur Cinétique et Torseur Dynamique

1) Introduction des Torseurs

Le torseur cinétique d’un système matériel S en mouvement par rapport à un 
espace E 0 est le torseur associé à S et au champ de ses vitesses par rapport 

à E 0.  

a) Torseur Cinétique d’un système matériel (S)

Ce torseur est également appelé torseur des quantités de mouvement. Il est 

noté  ( ) S0V

( )  ( )
( )





S

S
S

,
:

0

0

0
A

R

c

c

A


V

( ) ( )dmPVR
S

c =S 00- est la résultante cinétique donnée par :( )ScR0

( ) ( )dmPVAPA
S

c  =S 00 ,- est le moment cinétique en A donné par :( )S,0 Ac
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b) Torseur Dynamique d’un système matériel (S)

c) Propriétés des Torseurs Cinétique et Dynamique

Le torseur dynamique d’un système matériel S en mouvement par rapport à 
un espace E 0 est le torseur associé à S et au champ de ses accélérations par 

rapport à E 0.  

Ce torseur est également appelé torseur des quantités d’accélération. Il est 

noté  ( ) S0A

( )  ( )
( )





S

S
S

,
:

0

0

0
A

R

d

d

A


A

( ) ( )dmPR
S

d =S 00 - est la résultante dynamique donnée par :( )SdR0

( ) ( )dmPAPA
S

c  =S 00 , - est le moment dynamique en A donné par :( )S,0 Ad

( ) 
==

=














 n

i

i

n

i

i SS
1

0

1

0 VV  ( ) 
==

=














 n

i

i

n

i

i SS
1

0

1

0 AA 
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2) Torseur Cinétique d’un Solide (S)

a) Résultante Cinétique :

b) Moment Cinétique :

A partir de la définition du centre de masse d’un système matériel on a :

dmOPOGm
S= ( ) ( )dmOP

dt

d
OGm

dt

d

S= 00 ( ) ( )
dm

dt

OPd

dt

OGd
m

S= 00

( ) ( ) =  dmPVGVm
S

00 ( ) ( )GVmSR c 00 =

- au centre de masse G : ( ) ( )dmPVGPSG
S

c  = 00 ,

( ) ( )( )dmGPGVGPSG
S

Sc  += 000 ,

( ) ( )dmGPGPdmGVGP
S

S
S  += 00

( ) ( ) ( )dmGPGPGVdmGP
S

S
S  += 00

0
( ) SSG 0, I

( ) ( ) Sc SGSG 00 ,, =I
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- supposons qu’il existe dans (S) un point fixe dans E0 , soit C ce point :

( ) ( )dmPVCPSC
S

c  = 00 , ( ) ( )( )dmCPCVCPSC
S

Sc  += 000 ,

( ) ( )dmCPCPSC
S

Sc  = 00 ,

( ) SSC 0, I

( ) ( ) Sc SCSC 00 ,, =I

- Pour un point quelconque lié à (S) ou pas, on utilise la formule de transport 

des moments en deux points d’un torseur :

( ) ( ) ccc RBGGB 000


+= 

( ) ( ) ( )GVBGmSGB Sc 000 , +=


Iou encore, 

- On peut aussi écrire :

( ) ( ) ccc RBAAB 000


+= 
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2) Torseur Dynamique d’un Solide (S)

Partons de la définition du moment cinétique:

a) Résultante Dynamique :

b) Moment Dynamique :

On utilise le même raisonnement que pour le cas de la résultante cinétique, 

( ) ( )GmSR d 00 =

( ) ( )dmPVBPSB
S

c  = 00 ,

( )( ) ( ) ( ) ( )( )dmPV
dt

d
BPdmPVBP

dt

d
SB

dt

d

SS
c  += 0

0
0

0
0

0 ,

( ) ( )( ) ( ) ( )dmPBPdmPVBVPV
SS  +−= 0000 

( ) ( ) ( )dmPBPdmPVBV
SS  +−= 000 

( ) ( ) ( )SBSRBV dc ,000 


+−=

( ) ( ) ( )SBGVBVm d ,000 


+−=

( ) ( )( ) ( ) ( )GVBVmB
dt

d
B cd 000

0
0 += 


27/01/2022



Chapitre 1: Cinétique Page 24

Cas particuliers :

( ) ( )( ) ( ) ( )GVBVmB
dt

d
B cd 000

0
0 += 


- si B est le centre de masse G : ( ) ( )( ) ( ) ( )GVGVmG
dt

d
G cd 000

0
0 += 


( ) ( )( )G
dt

d
G cd 0

0
0  =


- si B est un point C lié à (S) et fixe dans E0 : ( ) ( )( ) ( ) ( )GVCVmG
dt

d
C cd 000

0
0 += 


( ) ( )( )C
dt

d
C cd 0

0
0  =


B point quelconque : formule de transport des moments

( ) ( ) ddd RBAAB 000


+= 
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III – Énergie Cinétique

1) Introduction de l’Énergie Cinétique

- on appelle  énergie cinétique d’un système matériel S en mouvement par 
rapport à un espace E 0 l’intégrale suivante :

( ) ( )dmPVE
S

c =S
2

02
1

0

- propriétés :

( )
==

=






 n

i

ic

n

i

ic SESE
1

0

1

0 

2) Énergie Cinétique d’un Solide (S)

( ) ( )dmPVSE
S

c =
2

002 ( )( ) dmGPGV
S

S +=
2

00



( )( ) ( )( ) ( ) dmGPGPGVGV
S

SS 






 ++=
2

000

2

0 .2

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( ) ( )( ) ( )( ) ( ) dmGPGPGVGVSE
S

SSc  






 ++=
2

000

2

00 .22


( )( ) ( ) ( ) +++=
S

S

S

S
S

dmGPdmGPGVdmGV
2

000

2

0 .2


( )( ) ( ) ( ) +












+=

S

SS

S

S dmGPGPdmGPGVGVm ,,.2 0000

2

0



( ) ( ) =
S

SS

S

SS dmGPGPdmGPGPo 0000 ,,,,r 
 ( ) =

S

SS dmGPGP 00 .


( ) SSG 0, I
( ) ( )( ) ( ) SSc SGGVmSE 00

2

00 ,.2 +=


I

( ) ( )( ) ( ) SSc SGGVmSE 00

2

00 ,.
2

1

2

1
+=


I

S’il existe dans S un point fixe dans E 0, Soit C ce point, on démontre que  :

( ) ( ) SSc SCSE 000 ,.
2

1
=


I (même démonstration que plus haut)
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Fin du Cours de 

CINETIQUE
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