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Ill. Energie Cinétique
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| — Opérateur lin¢aire d’Inertie en un point

1) Moment d’Inertie d’un solide par rapport a une droite

- soit ~ un systeme mateériel et A une droite. P appartenant a X et P’ est sa
projection orthogonale sur A.

On appelle moment d’inertie de X par rapport a A le nombre positif noté 1a(%)
défini par :

1,(2)= PP’ dm
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Exemple : soit une barre homogene AB de longueur 2a, de milieu G.

3A

gy 2

Soit P un point courant de AB. Soit : GP =12 .
P4

A
La projection de P sur A est le point G, d’ou : &
—2
PP" =7’ A

D’autre part : dm = p dz ou: o estla masse linéique de la barre.

,(Z)= Lﬁzdm = jszzpdz = pja 7°dz

—a

2] a’ a’ a’
L0-s| iy Lt
o m
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- soit O un point de A et U un vecteur porté par A. Considérons le triangle OAP
ou A désigne I'extrémité du vecteur (O,U)

On démontre que IA(Z) peut s’écrire sous la forme suivante

,(2)= U.US (ﬁi A U)/\ O?Hm‘
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2) Opérateur linéaire d’Inertie en un point

- On appelle opérateur linéaire d’inertie en un point O de S, a linstant t,
I'application qui, a tout vecteur {j de E noté #(0,S)i défini par :

7(0,5)0 = (0P AT)» 0P d

- Propriétés :

1) 'opérateur d’inertie en O d’'un ensemble de solides est égale a la somme
des opérateurs d’inertie en O de chacun des solides

7(0,0,4,;)= 27(0' s,)
<

ii) 'opérateur d’inertie est un opérateur symétrique :

i.#(0,SN =v.#(0,S)i
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iii) 'opérateur d’'inertie en O étant symetrigue, sa matrice dans toute base
orthonormée directe b est symétrique. On I'écrit classiquement comme suit :

A -F -—E]
11(0,S,b)=|-F B -D
-E -D C |

soit X, y et z les coordonnées cartésiennes de P dans le repere de base b.
En appliquant la formule #(0,S)d = | OP/\U)/\OP dm a G=X,0=y etli=7
on obtient : °

Js'(y2+zz)dm —_!xydm —!xzdm
11(0,8,b)=| - [xydm I(x2+zz)dm — [ yzdm

—Ixzdm S —Iyzdm j(x28+ yz)dm
S S

S

A, B et C sont les moments d'inertie de S respectivement par rapport aux
axes (0,%),(0,y) et(0,2) -
D, E et F sont les produits d’Inertie.
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Interpretation physigue : A quantifie la repartition des masses autour de I'axe
de rotation. Il représente la répugnance d’un solide en rotation a modifier sa
vitesse.

A partir de cette expression, on notera que le moment d'inertie est d’autant
plus important que les masses sont éloignés de |'axe.

iv) 'opérateur d’inertie d’'un systéme S en son centre de masse ou d’inertie
G est appelé opéerateur central d’inertie.
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3) Relation entre 1’opérateur d’Inertie en O et au centre de masse G

ona: #(0,S)i= .

JS

@AU)A@dm

I
—_—

. O_G>+@)AU‘/\(O_G>+G_|D) m

JS

= #(0,S)i

= 7(0,5)i = [ (06 A7 +GP A1) (0G + G im

= 7(0,5)i = [ (06 )1 (0G + G im + [ (GP A1) (0G +GP i

JS

[ (0G A /\O_de-I-J (&/\U)/\@dm

JS

+I (@/\U)/\&der (GP/\U)

= 7(0,S)i

= #7(0,8)i (OGAu)Aoejdm(oeAu)AjG

S

[(jGPdm /\U]/\OG+ (GP/\ ) GPdm
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) e,
6) ] GP Al /\GPdm

= 7(0,5)i =m(S)OG 1)1 0G + | (GP A1) GPdm

I I
Z(0,G{m(S)})a 7(G,S)i

cette relation étant vraie quelque soitU, on en déduit le théoréeme de
Koenigs relatif a 'opérateur d’'inertie :

7(0,5)=2(0,G{m(S)})+#(G,S)

= 7(0,S)i

cas particulier : G.9(0,S )i =G.2(0,G{m(S)})i +i.#(G,S)i

ou encore, IA(S): m(S)d2 +1,c (S) théoréme de huyghens
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Retour sur le théoreme de Koenigs :
7(0,5)=2(0,G{m(S)})+#(G,S)
ouencore:  11(0,S,b)=11(0,G{m(S)},b)+11(G,S,b)

T Matrice d’'inertie du solide S
> au point G
Matrice d'inertie d’'une (cf. Documents : donnéee)
masse concentréee m(S) en G
au point O
(A calculer)

- T~

PN
- i G e ( ) I' +
domaine \ \ o boint
' [ ' omaine
considéré point domaine point aine e calcu
de calcul considéré de calcul consiaere
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(A -F -E]

calcul de II(O,G{m(S)},b) ? [11(0,G{m(S),b)=|-F B -D
-E -D C |

> coordonnées constantes

al
@
=
I
N ‘;I x|

—_S[ﬁdm —jyzdm j(x2+y2)dm
L S S S _
(A=m(y2+7?) —mxy —mxz |
= 11(0,G{m(S)},b)=|  —mxy m(x*+2%) —myz
LY —myz m(x2 + yz)_
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4) Matrices d’Inertie de solides homogénes usuels

1 Tige rectiligne de longueur 2 a
z4
2
a
mT A
jis S (G, S) = m%-
’," 0
=~
2 Plaque rectangulaire : —-a<x<a , -b=<y=<b
ZA
m3-
I(G, S) = m3-
@ ~b)
i T
3 Plaque ayant la forme d'un triangle équilatéral de c6té 2 a
a2
m? )
I(G. ) = m -
-
a2
e 5
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4 Disque d'axe ( G,-Z' ) et de rayon R

Za
L
R2
m-—z—
2
I(G,S) = mB-
2
m3~
S Anneau d'axe ( G,—Z' ) et de rayon R
=5
. 2
m3-
R?2
- 3= I0(G, S) = m=—
% & N | m R?
6 Parallélépipéde droit plein :
-a<x<a, -b<y<b , -c<z<c
)
e
(@ +ad
I(G, S) = m
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7 Tétraédre régulier plein de c6té 2 a

(G, S) = m%-

8 R? + h?

12

(B R?+ h?)
I(G. S) = m2=_r 1)
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Exemple d’ Application : matrice d’Inertie d’un Touret en son centre de masse

(Exercice | du TD 3)

Un touret (T) servant & enrouler des cables est modélisé par :

- une surface cylindrique homogéne (C) de centre de masse O, d'axe (O, 3). de rayon de
cercle de base R, de hauteur 2R et de masse m.
- deux disques homogenes identiques (D) de rayon 2R et de masse m dont les axes
coincident avec l'axe (0, -2") de (C).

1- Ecrire le matrice d'inertie de (C) en O.

2- Ecrire le matrice d'inertie de (D) en O.
3- En déduire la matrice d'inertiede (T) en O .
On é&crira les matrices d'inertie sur la base
orthonormée directe b :{ ¥, U, 2}

mR? (29
R3: IO, T,b) = —| 29
. 30
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Réponse a la question 2) : Calcul de la matrice d’inertie de (D) en O.
11(0,(D),b)? | Solide considéré

Le point de calcul n’est pas confondu
avec le centre de masse G

= il faut utiliser le théoréme de

Koénigs :
Point de calcul
11(0,S,b)=11(0,G{m(S )},b)+ 11(G,S,b)
Matrice d’'inertie du solide S
T g au point G
Matrice d’inertie d’une (cf. Documents : donnéee)
masse concentrée m(S) en G
au point O
(A calculer)
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Solide considéré

Point de calcul

0 X R?
(&)D 0] «—— |y o
o g 16,9=| k-
iyl Application & notre cas :  Faire attention & : 1)axes, 2)masse, 3)dimensions
m(2R)?
mR? = 2 R
11(0,G{m(S)},b)= mR? 11(G,S,b)= ERY _ mR?
0 m(2R)? 2mR2
2
mR® mR® 1
Enfin, 11(0,S,b)= mR’ + mrR* |=2mR* 1
2mR? 0 1

Fin lere séance
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Il — Torseur Cinétique et Torseur Dynamique

1) Introduction des Torseurs

a) Torseur Cinétique d’un systeme matériel (2)

Le torseur cinetique d’'un systeme mateériel £ en mouvement par rapport a un
espace <o est le torseur associé a ¥ et au champ de ses vitesses par rapport

a £o.
Ce torseur est également appelé torseur des quantites de mouvement. Il est
noté [W( )] N
R0c(2)
7(Z)], 1=
[ 0( )]A O'OC(A,Z)

-ﬁm(Z) est la resultante cinétigue donnée par : R0c( ) j (Pﬁm

—

- O'OC(A,Z) est le moment cinétique en A donné par : EOC(A,Z)ZLH;/\\Z(th
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b) Torseur Dynamique d’un systeme matériel (2)

Le torseur dynamique d’un systéme matériel £ en mouvement par rapport a
un espace £o est le torseur associé a ¥ et au champ de ses accélérations par

rapport a £%o.

Ce torseur est également appelé torseur des quantités d’accélération. Il est
noté |7

2oL

5o (AY)
-§0d (Z) est la resultante dynamigue donnée par : ﬁw (Z)= L%(th

- Soc (A,Z) est le moment dynamique en A donné par : 50c(A,Z)= Lﬁ A}Z(Pﬁm

c) Propriétes des Torseurs Cinétique et Dynamique

{0 -2 A Us) -t

i=1
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2) Torseur Cinétique d’un Solide (S)

a) Résultante Cinétique :

A partir de la définition du centre de masse d’un systeéme matériel on a :

do (- 5)_ o (a5 d,0G) ¢ d,oP)

OG =|OPd 2 :—0([ -

m L m = m (mOG) m SOPdm) —m Odt L Odt dm
= (G)=[Vo(PHm = Ree(S)=mV;(G)

b) Moment Cinétique :

—

- au centre de masse G : 0:(G,$S)= .S@A\Z(Pﬁm
= 06(6,5)= [ GP A {V;(G)+ Chs £GP Jim

.S@A\E(G)dm -I—j GP A |Qos /\G_Fsgm

2( m)/\\z(G)+JSS@/\ Qos AGP Hm

i

7(G, S )Qos
50c(G,S)=7(G,S)5os
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- supposons qu’il existe dans (S) un point fixe dans &£, soit C ce point :
EOC(C, S)z L C_F; /\\Z(P)dm = EOC(C, S)z L C_F; /\J%(C/)'-i— ﬁos /\C_I5)1m
= B:OC(C, S)Z LC_|5 /\(ﬁos /\C_I5)1m
T
Z(C, S )Qos

EOC(C, S):Q(C,S)ﬁos

- Pour un point quelconque lié a (S) ou pas, on utilise la formule de transport
des moments en deux points d’un torseur :

o0c(B)= 50c(G)+ BG A Ry,

ouencore,  |go(B)=¢(G,S)2ys + MBG AV o(G)

- On peut aussi écrire :

gOC(B) = gOC(A)"‘ EA\) AN F_éOC
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2) Torseur Dynamique d’un Solide (S)

a) Résultante Dynamique :

On utilise le méme raisonnement que pour le cas de la résultante cinétique,

Ros (S) = m)70(G)

b) Moment Dynamique :

Partons de la définition du moment cinétique: coc(B,S)= L BP AV, (P)dm

= %0 (8,5)- [ S (BB)nV;(Prm+ [ 81 2 (7 )i

t dt
B R
(B [PHn+ [ 5
=V, (B)AR,,(S)+5,,(B,S)

-V, (B)V5(6)+ 3, (8.5)
5 8) =27 (®)+mV,(B) Vi (6)
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5(8)= o B)} iV (B) - (0)

Cas particuliers :

-siBestle centre de masse G:  3,,(G)= %(EOC(G))+ m\TO(G)/\\TO(G)

dt
5(0)=2{ow(6)

d, _ _
- si B est un point C lié a (S) et fixe dans &5 : Ood (C) dt (GOC(G))+ mVo(C)/\Vo(G)

5u(C)=2low(0)

B point quelcongue : formule de transport des moments

B:Od (B) = EOd (A)-I— EAZ AN F_éOd
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111 — Energie Cinétique

1) Introduction de 1’Energie Cinétique

- on appelle énergie cinétiqgue d'un systeme matériel ¥ en mouvement par
rapport a un espace £o l'intégrale suivante :

E(5)=2[ Y (PHim

- propriétes :

EOC[QSij:iEOC(S )

i=1

2) Energie Cinétique d’un Solide (S)
2E,.(5)= [V, (PHIm = [ \;(G)+ s AGPm
:.°S(M(G))2+Z\Z(G)( Ous £GP+ (0 SAGP)Zjd
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2E,(S)= (& )2+2v (OS/\GP) ( OS/\GP)Zjd

:L dm+2V ) S/\GPderj( S/\GP)deqL

S
=mlyV, [ f}j Q. AGP, )., GP kim

or j(QOSAGP 0., GP i = j 15:GP, Qs AGPHM = 03,0 [GP A [0, A GP i

S S

—_—

DZEOC(S):m<\/o(G))2+QOS.7(G,S)Q Q(G,S)Elos

0S

1 [~ 1 =
E0c(S): _m(\/o(G))z +EQ03-7(G’ S)Qos
S'’il existe dans S un point fixe dans £0, Soit C ce point, on démontre que

EOC (S): %éos .7((:, S)ﬁos (méme démonstration que plus haut)
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Fin du Cours de
CINETIQUE
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